ETSI| Telecomunicacion

Célculo
Diferencial



Caélculo Diferencial

Apuntes de Pak (Francisco José Rodriguez Fortufio)

ETSI Telecomunicacién. Universidad Politécnica de Valencia.
Primer cuatrimestre de 1% curso

Curso 2003/2004

Contenido:

Resumen de series numéricas
Apuntes de la asignatura
Resumen de la asignatura de los profesores con ejercicios

Nota

Al final de los apuntes incluyo un resumen de la asignatura publicado por los
profesores, seguido de los ejercicios de ese boletin resueltos por mi.

Los resolvi con prisa pocos dias antes del examen de la asignatura, por lo tanto estan en
sucio, algunos ejercicios estan incompletos, y otros estan resueltos incorrectamente. No
obstante he creido que podian ser de ayuda y merecia la pena incluirlos.

Fecha de altima actualizacion: 2 Agosto 2007
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Nnini ne felokive
pPunto de t'_f\dLﬂ_xi(bn

Teoremoo

-&-. IT->R wn derivada SetauJ\_OLCL

Su_‘oorxao..nr\m QUL W en LN ’Punl‘.o ot kico (-3‘(::0@>=0)

a) si 3'(x)>0 = 20 en un minime velaboro
b)) sl d“ (K O =» T €N UN AL xANNo /Y?J_O_Li\m




Para PGCLILF erodi zar enkos teoremaon o th se
neconitan ankes ol gqunon dedincciones

-Derivadan porciales Hucanivan. Definicdn.|

F

supongoumes 4: A R con derivadas porcialesn
dﬂdl‘maamdﬁm %a%iﬂ%&l P S jink i

Se obtienen Lo derivodan ‘owuo._l_m Aucenivan

i il \

Notacién U |
Pl PLE] 2%q 24
I 1}

Il 1

Da(Dd>  P2(D:a)) Da (D2 3D DliC.m 4D
I I I ull I
D11 ¢ D22 ) D 4 D21 4

1 Punudn de chare C2. Dedinicida. )

Vna Juncion d en do clane C*en A (;} e [CTRD D Isil -

) . g R Son conkinuas en BV ¢

;XL IX
i1
todan lo» derivodas  on el cone R?*: 2c4= oo
postialen Hegundan xz = Y
- | Teoremo. |

sea. 4 € C*(RD

a0 L| 9]
J2cidx dxjoxi

en el casae do R?2

P AREED]N
c)Dr:E)\j é)td J>c




eﬂ'm\o’w
4Cx,y)= e™Y sen (oc2d
adL | od
a) %c, f % b) ¢ 0?353“:)333::?
Si 3 2 *Y? sen Cx2) —+ e"‘c.‘:l 2o cos (02D
5 C:cZ) D

e
':',

a1l | e $en Coct) 2=
Ay | | Tt oL |
N}

Y ™~y

Jacay

2 = ¥y (Q_:mj?a sen (xt) + bLyx?cos(x» + 24y 3en Czel)

Pﬂ'erc(cto-.
oy B2=¥ s CGxy)=o
J Y
Ay
Si Cx;‘j):O

Daz ﬁ(O;O) 7= D24 9 (Q,0)
¢ Porque? No ey juacion deo clase C?

QFGCECLLI‘\'\J:Q«(XEQ:
) D130, caleularlas wrandes ek Wmits oo Lo

DZéCO,O) inicion,
2> Did (9 caladodas oerivvands normalmanke
Did Cx; lj)
D PP = Mm a0 = D24L0,0D
= &

D2 (Dad)Coed = %m D440, >~ D4 4(0,0)
-0 t

se vera que Moson igu_qLo_A_

Lo que sucede en que Dugd

en (©0,0)
comprsbaste - d Died (o= i, e dCrip)

d. D24 ﬂ.CO 0)=_'Ll:m 'D'M;JC'-’:‘-N:}3
; ey =~o

[

Vesgro

" Dad no son conkinuay

?



Yo podemss au\era.u‘t—m los teoceman de R o R?2
Teacemoo
J: ASR*>R , A abierto, J dujerenciable.

L:co extremo velokun =% Vi('x"): e }

iL 3;&&;@«@%
Mok nz de
la CLLZ]EFQIXC.LQL

d es o vnakrie J'o..cobi ana?

£
e

plono Lo.ﬁgmic
Q)+ H‘gﬁb (x-a, b= b

Punks critico:  ae en punto cribica si V4 Cxd=0
ninime relakive
l"\’\.Q:ll'-_iﬂ'\_O re—-L:QJ:lvq

punke da sila

Teoremao.
sea. 4 € C*(AD

SUWOONGOMOs ~. en un punte aXkico (Hlxed=0D
Ypaing e P

Dejinicicn: Madriz Hessiana

_ [ D4 dCxed D) ) . (]q B>
H i (Dz{ dCCCa) Dzz ¢ () B[ C.
Jslmeimca.

se cwmple

a) si A>0, AC-B2 >0 = 2c. es un minimo velakivo
b) si A<CO, AC-BZ2>0=> s er un mdximo elakivo
c) st AC-B2< 0 => OCs en un punto de sidla




FEe8ay = | SR

s Cdlowle de punkos cri kices. -
Resoluer el sistemo. V4 (xyd=0

22¢ =10 } Co,0) en el dnico punko eri Evee
Q_\j =0
- Uontlicocidn da 'Pu.n-to_s er{kicos.
D-ud ('x“j)= 2 okt Hessional
D2 J (xy) =2
Dazéc‘iuj)—‘-Dg{ij#)=o (2 O)
0|2

A>0 AC-B8'>0 = (0,0)es un Mmintmes relokive

se pcdjcx_ hadoes
COTONAOL.
(0,0) en Minums odosaluky
en R? puwan O = -jCOlO') < dcxt‘j) ;
P ACANEICT

it .
AN OI8 &R e T P

Q\,jefh 7
JCxyd= xcz2— Y2
c calouwdo de Yunkos criticos.

Renoler el sistema. VY (x,yd=0
en dedr (D)lmy) DYlxy)=o

25 = o} (0, 0> en ek Uruto punto aribics

- CLan Jicamidn ds punkos crfkicos.
D ﬂCittj)=Z okt Hessiono
DZZ d C‘JC., ) =-2

A>o AC-R2<O = @0 & un punko doe silol

/



Cuondo dek (H)Ged)= 0. Estudio dud ¢igno

'éd:erﬁpf&: j_(x, g);'» ( 3- aci_)_(\j— 22) 2
A) Pugtos eriticos | !
z L 2 \= +2 = 2=
2= —20= (y- 20— Lo ly—=e) d} ‘x%}zzhg}
"_'(:j = 'ZIZ)«k(j -x?)= 0
s =0 —= = z2=x2
S A —> 3\3 lmc:2 =0l —3 34-Lz =0 s,c:d_,ainico_m{
202 5R0) T T ay-maeol | fpvislange,

Unico punko citico: (0,00

2) Claniyicaudn
D J(x. y)= —2(3y- hx?) + 16
D2z C'ac,xd)= 2
D12 Jlx )= Day Jcm:‘:\)= - 6

hycod=(215) dok (Hjco,00) = 0 !

3) Estudic del signo

o) anconkmr awvan dende §(xy) se oo

Cor,u)= (G-t Xy-2x2)=lala== | (Y- 2e)=0e Y= x*
d 5 3 49" (L;j?.xz) =Q <> ;j=23c2

o) chibujar y ertudicr el signe en coda yegon
E swnl: endo punhey
ﬁ\JCA.r\d.n waoe esordenadar y Mo viendonoes por lo.abm

7 o i

reqion A:
iJ&J‘ﬂOs Xo Y MNOVRIMOS ’lCL'j
en A se sumpla:

+ A ;dc:c.,z} 9—:!:3(0} JCsc,y) >0
| y<2m’ ) yr2xicO

r2%l'0(\: g:
533 QLONOS 04 Yy maovemes lon y
en B se cumple:
Jasei) W0 yex <o
y<2oe') Y-2:x2<a

) buncor un entorme  regien Lt
centrade en punto L“W} y 0] jexyd>o
cn’t:it:o ke o pequERs Y > 2 H-Zsc.’>.o
ct\.u eroL donda
JCeiy) l:c:»fv\a el s e
Slgf\-ﬂ
Y\DS&PL\.LELQ.

\ 1+ (0,0) en v




&j-&mp&): d(:x:,\j): (;r__{)'*+(:c-3)“
o) punkos oribicos:

Dif (xy) = Lloc-1)% + Lloe-y)?
Dzj(l‘; )=-uL(=2c-yd?

resolues el siskema.  V{(=,4)=0
(D1{Cxy) . Dej(=yl=0

UCoe-1)2+ ulx- )3- } Cﬁc—1)3+(-x~_ ¥i=o } (x-1)=0& x=4
-4 (Coc-y)3 € 3)3‘"0 ('I—tj)=04==>:§= 9

"

i |

(4,1) en el Unico punts crfkico
o) &M{é{caudﬂ:
D-HJCBC,\:‘)= 12(x-4¥*+ 12(=- 5)2
D22 ) (yd= 12 (ac-y)’
D—QJCDC,L_D Dzidfﬁc;g) = — 12 (D:—lj)z

i‘ldC1a")=(8 é)) M(Hj(’i\in"’o

<) Signo o d

s nde se anuwla J? (x-4)4 =0
d(’xt'ﬂ)= (ﬁc“i)H"’('I"“j)“:O —> C‘-‘:C—lj)“=0 = m:B_____' 1

—,_
+ ¢ () Jan=0

+ +

(4,1) & wun  Urinoe yelabiso

ademon en albsoluke
JUD= 0 <l yd N (x,yd= (4,1




&

gemplo: muchos puntos riticos
jC’I‘!B‘)z ?,CG—DCZSZ

o) punkos cribiees:

Dij(ocy)= 6x5— 2cf=0 oc (64 - 248 ):o}
Dz_JC'ac;xj)z T2 ocle =0 xty = O

s oc=0 . (09) enpto orfkico Yy |
si x#£0 , en la2%ec y=0 = enlo1* 6x4-0=0
_ = x =0

) C,Lmtdicaciﬁm
Dujlax,y)= 30 oev-2ys

Dab o dd = [Day ] ComiyDd = —Lzey
D:u.ﬁ C'xt\:p= =2tef

o 9= (24 ) Moo

@]

¢) signo d.a_in
CALON se anuwla {2 |
J Grilyd=! oe8- | U2 =0 o= oc2 (xu-yd=o0

. X2=0 ‘k o0 =0
! Ctw) | () e =or?
LN~ DT ST ERE

N . = holdemos el sfgma_ exrodonde
(1) A en clertos PLU\J:’DS

q en (4,1) : L) = Af-424%=1-15
| <o
— en Cud): 4CuA)= Le-u2t?= 4O
l _ | >0
| . o en (AW (-0= -1 CUE=-15
| <o
‘ e AU «}C-i.u D=I(-1)6 - ()2u)’=-15
| == -
1
,5 (0,0) e un Pu_f\}:o de sila
(G,y) &> un Moximo relakive VH¢ o
V-4



yemplo: vwe siempre en necepouto dilbujor Lo Juncion

(xy)= yz+ x?y + =™
j 9 \d zy (o(\'\'\uLCb
= [Cyx SN q:x:‘*[ [ tundrads

a) Dig(xy) = ux3 + 200y= 0} si =0 2 y=0

D24 C::c:,tj) 20 4= 29T = 0 S uf;g s L sumd
; + :C‘-!— - lj: 21__1_-2 x
€t +2y=0 — y= -7z
%:Y_‘::szo

(0,0 en el dnico punts eietco

O 2=

Hyco)=(2 2) duk (Hcod)=0

c)  enkuduo da LCL'&W\.CIOPQ
¢ Cudnde vals 07
(Lj'f‘ ‘%’z)z"'_ %-3:'- =0 4= g;_—_.-{j'-._-.ﬁ

—

o< 4Cxyd Vix,y) % 0,0)
= (0,0) e un unims obsaluto (3 relakled



] Extremos conducicnadaos

Gojekwo
sea §: ACR" >R |, A olerto , 4 wakinua

ohora. se toma. K o A, Kexmdo (y acotaded

e troka de buncar Los exkremoes relokiuves /
absolukos do d sobfe Kk

[Tearema)

K- R conkinua :’A_#alccmm.sw oxk remnos en k|
Kcerra,dn‘d&cul:ade

« En §
Ef: [a,b]— R continua Y derivalble en Ja, bl

X 1) Buncor PuJ\}COS ot kEicos
_/ él (2x)=0

Y clani 4icor Los
(Yr Yeyo-e D

s J
o s _
2) Evoluos é en Ips ptos. erikicos

Yy en Los extremos o y b

QUL gwoh'twa R" se necnitan  algunan
dejiniciones:




. Deﬁ_imcioms

;// _\1 LLT Ll | ] 7
B / / (8D /

Pt \ ; o L8 P
7 % \ 'y
A n \ -
- -

n se Uama.
FER interor de B Fr (®)
Ink (8), ol £
conjunte abier

en B

unk (B)= B\ FrlR)

Propied.adas:
Berobirbo = Wt (RBY=R

B encoumade &> Frd) € B

|Bes cercado <> B= nt(B) U Fr(ad

yo podamos qensrakizara R
= Bﬂ
‘sea 8 KSR — R conkinua y  dijerenciable
€l ertudio de (os extremos condaaonades e

4) Buncous Pun_tos cri ticns
V§=o
en unk (KD

._‘Il_,.

2) Evoluor § 2n Frk)
l § Teorema de los mulkipladores

¢ CSM 2
Poromekmzar Frlkd
(esciboirte come imagen da una funsion
Ul Poramekaicel) !
y enbudicr sw  MOxXiMDS Y LA (VAD 3

si K en una \woloe casredol  conbradal en
el ongen, pwo.meb'ilo.r Frlk) se hace
dCallmente. posands a polover , Ao

OO ci.x.u_:é‘Lmd-ﬂ.p de. ©.




ejemplo;  exkremos conducionados

Jlx yd= x*+ yt-c—y+4 sobre K={§(xy) (v y2 < 45§

D k= $Cmy) / xry Yy <A

| @) ptos crikicos
I)I’ '“-_.. q% Lm‘ 5) = O
oCa = 2t =0 ooyt
“\“‘______." p Dz«b Cx"‘d)= 23_.{ =0 il 5 <

b) Clnjij[cn._tld-n: Daz J (xy) = Doy j(x,j) =| @
Pt 4lxyd=2
D2z 4 (ocy) =2

Hd(;—%,é-)=(é 2) (3,5 en minimo relakivo

2) Felk)= 1Ceyd/ e+ yz =48

Paumekricamos Fr (kD Panande a po loren obteagamaes
waa Junada eubiends oJ.Cir\S_uln LOMO LLni o
posamekre ii;mlum 2l valor?dae @ Juncidn e la
Jronkera_de K

gey= 4(=(e>: [o,2nl— R

o (8)= (Peos G(/"se(\i)j . (o 2w C—> R*
9l8d={ (c(6D= o326+ sen?6 - cos 6 - sen 6 +4
1
=| - cos/e -sen & +|Z
ertudiemas Los mefximos y minimos de g (8)

g'(8)= senB -wsQ = 0 &> senG = @B

- i TTE' I 'E.l_}r_
g'l(ed= cos &+ sen g g' ()= >0 s rel
qi(F)= <o max rel
3) compoar nECK) gy Fedkd il e By e

Bla
“H"
"=

ﬂ(é';é")= 1-1+1= Y AmE
Ef(G‘(I“L)):cht“;):éz&)li-@]z—g-gﬂ= 7z > %

"3 (d(%u)): é (_gf‘z):("\'iﬁ)a*(‘?)l* ‘%E* B =242

2
1» (%\f})en Mo relativo V- 13




] | . |
N . i 4 X . i ] 4 .2
S S e ] (R | | | ) | |
— 1 1 - .
1 ="y TSI o | M S Y [ I | |
= T 3 1 i 1 1 T L1 1 =i T
: {o | |
T _ I e e e ——
N i S ! - | 1 ! ] 1 | N -
1 2 | | 1 | 1 _ 1 1 3 1 I
_ | — _ ! = R -
i i1 i | = {
i I 1 | | 3 | =1
=S4 =i} f _ i e 1 e
! — — ! L =1 = 3
_ .| .
__ I I S e
e+ e |, —d——— + H w — -
Il (i | |
I 11-4 L .q
b e .._ 2
I B I _ “
__ - |
— ——: SR, SU t|_ — =b _ -4 _
|
_ _
. L] i |
_
|

|
— — — —___— — _ * + R $ s | ——
i | 1
{1 | N A | I | | | | |
f Si=Y | | 1 | |
_ 1 I“ f — f _
i = * _ —-4 t —
— 41._| . R 4t
B 0 A | L | B EAe
A D L | L H | ] _
1] T 1 - | 4| 4 1 1 del 4
) | ! | _ _ | ul
1t o T 1 T T f—t—==t—rt
=i —t i _ b 4 Iﬁ ._ - |..I|_r -
Ly Y L] |
L] | I 0 Y IS |
= | 2




- Dedinicicn:  Restriceidn 2.0 Jé_ek_ &)

Seal Wi A ==.5i, C AR
Se aomo. rentnccida de ﬁ o € lal &g ému&\:

Sk
o pLo - T T
Lk j(:c)= sen ¢ L[ TN b L
§: R=> R N N
9 “c—%,g:] I x

§ mo en unyedco pero g st Lo eb
A albt olors aad _

Mg t:J o B i ¥en

Low reﬁtﬁccicm Pueﬁe(\: mdiﬁfcw— Pmps'eoLo.d.n_A
Y coockeristican da —demuﬁr\

JTeoremna, (maulk ipdicadores de Logrange D]

- Conducionen previan

«Sean 4,9 « C'(AD RS R" abierts

- Pam DO an blemon ol decie wn
pm%cﬁiticﬁhﬁ e_ntprrgmo CLONdD D tLeo
V 3CIO‘> ¢ O
en gersrok, Lo makriz del gadients delbe tener
Yongo A Xirg.
- O\ojekivo _
Sean ¢, g € C'Cﬂ)_ , A CR" abierho
sea. M={xef /SC:r)=Ch?_} < R

se breka de buncar Yos exkbremes do Q\M ( da é solore M)

- leofemo.

| e ey extremo relabive de eJSobrt M (“5 ELEEZD)
= 3ae R/ ViD= AVgle)

=

en nuantros l‘e.rt:iu:ic.s lo consideroremos
de doble LN\PLJ'C&_QICQ\ p\,;La.:'t; -

Nno nof aporccra cAno un L
de_silo-. v 1”




Eder‘npko

C&Lwl.n_r?kpunbo dal p(_cu\-o 2 + 3y - LUz =1

pxime ol ddgen.

Minimitor oo dinbond o el origen:

4Cac) = '\f:’c2+ljz~l 22

Cor\sio\n_ro_mo‘s

| 3 (x,y,2)= 22+ y? + 2?
| 3(132)- 200 ¥ 3y = U

M = ¢ (=

L _12:*1

! » 2% ondiau

waddcida:

alj-E)/ 9(‘:::{3,3)‘;‘1}

Sn - éVgC:‘n‘o);t.o VE e M7

), g € CBD |/

UgcCzd= (2,3 -uy) Y(xydER>® # O v

« A pucamas

(epresentoén gaijica:

Y3
Vg
Vo) v

Vg

Iof /N

)

el teprema -

£

v)

%) 9

sI oce en exkvemo de &\M = 321E R Cmul:hPLJca.J_or)

(2=,

2x = 21
2 =
22 =

2xx = 22X

2y = 3

2z = —ux
2x+3y-bz = 1

V-}C’:C\;j

tGLW

2>= A Vg (x,y,2)
24, 2)= 2 (2,3,-u)

o.o.mah' alka. vAa ecocidn !

-

™Moy

por ;;mpujlccu coinGde eon
mininitar ) = x4 y? 422

Se o cuLn_ Lngcnr\ﬂ‘lmer\du.antorer\dplcy\.uf

—y X=
— Y= %1‘}
_._..--oz='2'>‘ )
5 2(AD+ 3($2)-ul-23)= 4
29 A =2
1:% —

Xe = %q
Ye = % Yo =
2 = — Y29

%




* Observocion: |
se puwide venaluesr csmo un prolblema. o extremos
rELGJ:L.V'BS en H%z L o .
SCD‘:‘:JI?) P dn.np&d&l‘z en funcidn de x e y
-1+ 2>x + 3y i
y

Yy Swikikuirlo en 4 (gl 2D

Z =

2I—+35
Ly

Flayp = x2 + y? 4 (_)' 0

ﬂlnorm bo..n{:a con rY\-sr\_tm.x‘tcxf an L:ncLo R’

Esto no se puede lhocer siempre por en wNos
conos serdpdid—fcj.!. clo_nped'a.rpz. o N

Serct sin embarge duvecko cuoando ros dAcao.n olge de
Lo grdjica’ de wno Junudn, yoo Qe QN €12 Cao
o ent&. z DLQ_AP&JCL‘:LO

eﬁempbo
sin wrar Mukkiplicadores.

Enconkror Los u_mtos mda carcanos oo (0, 0D

dende La Srd&f:ccx de la ﬂ-LU'\.CJ.é-I“\ jcxftj)“' ;:3

dlo. gratico de +en R3 en: z=515—3 'l‘ﬂ"tf‘é’i L

ban bo. ™A R Ef(:c,Lj,33= =il AV X
FELES
F C:r,nd) = m0o? & |yt +(:cg)

en todo R?
W\.Q.Er‘l% dcm.c:loxg.r\a. , &N ente cano= o gmd.lmtg
2fl(-;c) ( i g lj’-::c% : 23 - I‘B) @)
2X -gia DCE':O_S’  hd S } I:-_:1 =

o) 2yt=x2=2 g et =

2y - zage
PtOS ol bi cos: (4:T>. (11"“{), C—‘f,_—"t), (“it 1

moX vz \hessional

2+3%;u \5;—2 Tis =4 S
Hz?(;a:( 4 e T 1 [ |




gemplo : whilzands yulkip Licadores

Hollar €os puntos du la elipse %+ xy + y* = 29
mMEy arcanss Y nds dgjanes ol eagen

Coe, u) = |2tk |up 4
g(:x:(éj>= acl-f—B:i:lﬂ-i- W2 € C'R)V

1 ‘é{?(3C<r,_B>#O VI,geM? 1]
[
sienda M= (=, y>€ R*/ gl=.y)=23}
gClx.y)=23
=" x4 xy+ g o= 23 - o8 & M
= g yd=0 =t x=4y=0 '

se cumplen [on conds o ran: apUq)u.a.mos ek teoremoo
=>32e R/ V{(=y= 21990y)

How que venoluy e P S i
Ll nasy E £

Do = A (2-:.& + kﬁ) X=0Q == (j:() Cl(.:i.:%:C:a§f;\‘_ o, &
2y = A (= + 2y y=0 =» ==0

i xy Fyt= 29 %% sl e
en caso.
= Podumos duvidur
or ellos
20| | 17249
2%+ y T+ 24 en lo eu\ose:
D2 +[4:~r_/:j: L[,Z(S + Zldz _— x =4y
2xt = 242 20?4 368 +| m? = AF
:C_Z_.'-.-._ jz . 3:[:? = 2:]
sl EME | =3
-+ Ve
a R (—3-2), (3.2)
~5| Ee=m 0
x2— x2 + >¢?= 27
e 24
: ~ = 23
x = ¥ 33

(343, -3\3) , (333, 343)

Su/)l-_\tuﬂer\_d_n Los puntes en J(x,y)

( dinfancion ol sagand SiN
| prescupornor deo etirban punkoes
\ de st (al hn oy caloa enuna. elipse/) L
(<z=3), (3,33 > Alxy) = 1f = Losesy
(243 -30D BB S>  4(xy)= St —> mdximos

V13



Teoremao Logrange. con naultpdica dores

RS R" abierto m>» 2 Swpongames M3

Me{eymen/ gEynzdl )

- Condu ciones prexsion :
+4,9, g & C'(m)

* el vo.ngo de (V‘E)*'Cf*‘d'i)) en mdximoe Y M
| Vg lzy.z) | |

. Tearero

si (4.2 e un extremos relakive de 4|y
=33 ueR/ VGeyad=2 Gulexy 2d+ug (2yi2)

el (e {mpUedn it euat o disha bl
9 el mnge {E:)J) M XLMO p&fei. tedo MO uK

Hodka Los punkos do interseccidn ole. loa superdician
:cz—:sc\j+3"-—21=1 y =z i |y = A
Mo préximnos o.LorL‘taen.

iy, 2d=| oo® | YR [+ 1zt |
g1 (a0y,2) = = -0y + y2- 22 9. 9. € C'(R) v~

ot Coopyle )= ook 4 y?

Comproloar qie congede
VC; Cxcyyet) - 8(2';:-3 —x+2y| 2%
V%I C:c‘ljrz) 2x 2:_} S
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Sucesiones de niimeros reales

1. Definicién de sucesiéon de nimeros reales.

Definicién 1.1
Una sucesién de nimeros reales es una aplicacién

f: N — R
no= f(n)’

El término f(n) se llama término n-é&simo y se denota a,.

Para representar una sucesion , usaremos las cualquiera de las notaciones siguientes

Q1,82 .-y ln, ... (an)nm:] {an}nzl {an]‘-
Ejemplo 1
4 8 16 2%
)2, —i=y =iy ——
(I) !315?7$ !Qn_]l
(i) {0,3,0,33 ,...,0,333.-333, ...},
(iii) an = 2n — 1 (sucesién de impares)  a, = 2n (sucesién de pares),
(iv) a, = 27,
(V) {L,1+2,1+2+3,...,14+2484..+n},
(vi)ar =1 y apy1=1+a2 (Forma recurrente).

2. Monotonia y acotacién de sucesiones.

Definicion 2.1
Sea {an} una sucesién de niimeros reales. Diremos que

(i) {an} es monétona creciente sia, < any; para todon € N,
(i) {an} es monétona decreciente si a, > a,; para todon € N,
(iii) {an} es estrictamente creciente sia, < a,y, paratodon € N,

(iv) {an} es estrictamente decreciente si a, > @ny; para todon € N.

Ejemplo 2

FEstudiar la monotonia de las sucesiones
o n’43 N (=1)»
(i) o =315 (i) a, = =

Definicién 2.2
Sea {a,} una sucesién de mimeros reales. Diremos que

(i) {an} estd acotada superiormente si existe M € R tal que a, < M para todon € N,

Sucesiones de nmiimeros reales
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(ii) {an} estd acotada inferiormente si existe N € R tal que @, < N para todo n € N,
(ii) {an} estd acotada existe M € R tal que |a,| < M para todon € N.
Nota 1

o Toda sucesion de términos positivos (resp. negativos) estd acotada inferiormente (resp. superiormente).
o Un sucesion estd acotada si estd acotada superior e inferiormente.

Ejemplo 3 5
Demostrar que la sucesién a, = -t estd acotada superiormente.

3. Convergencia de sucesiones.

Definicién 3.1
Sea {an} una sucesién de nimeros reales. Diremos que {a,} es convergente a a € R si

para todo € > 0 existe ng € N tal que si n > ng entonces |a, —a| < .
s decir, para todo entorno reducido A del punto a existe un indice ng tal que sin > np entonces a, € A.

Dicho de otra forma, en el intervalo |a — €, a + €[ estdn todos los términos de la sucesién an salve, quizds, un
numero finito,
Escribiremos lfm a, = a para indicar que {a,} converge a a.

n—oa

Definicién 3.2
Diremos que una sucesién es divergente si no es convergente. En este caso, se dice que

() es divergente a +o00 y escribiremos lim a, = +o0o si cumple que

n—oo

para todo k € R existe ng € N tal que si n > ng entonces a, > k,
(ii) es divergente a —co y escribiremos lim a, = —co si cuinple que
n—+00

para todo k € R existe ng € N tal que si n > ng entonces a, < k,

(iii) es divergente a oo y escribiremos lim a, = oo si cumple que lim |an| = +oo,
n—oo

n—00
(iv) es finitamente oscilante si es divergente y estd acotada,
(v) es infinitamente oscilante si es divergente, no estd acotada ¥ no tiene por limite ni +co ni —oo.
Ejemplo 4
(i) a, =n (ii) a, = —n (iii) ap, = n(-1)" (iv) ap = (-1
(v) Gy = { Uit mees impar- {0,2,0,4,0,6,...}.

n si 71 es par

4. Regularidad de sucesiones (sucesiones de Cauchy).

Definicion 4.1
Sea {an} una sucesién. Diremos que {a,} es regular (o de Cauchy) si

para todo € > 0 existe ng € N tal que sin > m > ng entonces |a, — am| < €.
Definicién 4.2
Se dice que una sucesion {a,} es contractiva si existen k € [0,1[ y ng € N tal que

|@nia — ant1] < klanyy — a,| para todo n > ny.

Sucesiones de niimeros reales
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lim b% =b°.

n—+00

(vi) Sea {a,} sucesién de nitmeros positivos convergente a a > 0. Entonces
lim (logy, a,) = log, a.
00

(vii) Sean {an} y {bn} dos sucesiones convergentes a a y b respectivamente con a, > 0 y a > 0. Entonces

lim af =a®.
. M—00

(viii) Sean {an} y {bn} dos sucesiones de tales que lim a, =1, an#1 lim b, = +oco. Entonces

n—+oo T —+O0
lim by (an — 1)

litn af{‘ = @n—oo
n—oco

Nota 3
Se llama producto de Hadamard a la sucesién obtenida al multiplicar miembro a miembro dos sucesiones.

Teorema 5.3 (Criterio del emparedado)
Sean {an}, {bn}, {cn} tres sucesiones tales que

lim a, = lim b, = a,
b B L ] =00

¥, ademds, existe ng € N tal que si n > ng entonces a, < e, < by.
Entonces

lim ¢, = a.
TL— 00

Teorema 5.4
Toda sucesion creciente (resp. decreciente) y acotada superiormente (resp. inferiormente) es convergente.

Teorema 5.5
Sea {a,} una sucesion tal que lim |a,|= 0. Entonces lim a, = 0.
TS0

n—00

Teorema 5.6
Toda sucesion creciente (resp. decreciente) que no estd acotada superiormente (resp. inferiormente) tiende a
+0o (resp. —ca).

Teorema 5.7 (A]gebra de limites de sucesiones divergentes)
(i) Sean {an} y {bn} dos sucesiones tales que lim a, = +oco y {b,} estd acotada. Entonces
T 00

lim (an + by) = +o00.

n—od
(ii) Sean {an} y {bn} dos sucesiones tales que lim a, = +o0 y existe ng € N tal que a,, < b, para todo
n > ng. Entonces

lim b, = +o0.

(iii) Sea {an} una sucesién tal que lim a, = +oo y sea {b,} una sucesion tal que existe @ > 0 y existe
n—oo
ng € N tales que & < b, para todo n > ng. Entonces

lim (a,b,) = +oo.

n—oo

Sucesiones de nilmeros reales
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Ejemplo 5 o
Demostrar que la sucesién @, =
n+5

es una sucesion de Cauchy.

Teorema 4.1
Sea {an} una sucesion de nimeros reales, entonces

(i) {an} es convergente si y sélo si {an} es de Cauchy.
(i) Si {an} es de Cauchy, entonces {a,} estd acotada.

(iii) Si {an} es contractiva, entonces {a,} es de Cauchy.

5. Propiedades de los limites.

Teorema 5.1
Sean {an} y {bn} dos sucesiones convergentes a a y b respectivamente. Entonces si a < b, existe ng € N tal

" que si n > ng entonces a,, < by,.

Nota 2 1 9
El reciproco no es vélido en general pues ap, = — y b, = — cumplen que a = b = (. Se tiene pues que @, < b,
n n

para todo n, pero en cambio a £ b,

Corolario 1
(i) Sea {an} una sucesién convergente a a. Sea b > a. Entonces existe ng € N tal que si n > ng entonces

an < b.
(i) Sea {an} una sucesién convergente a a. Sea ¢ < a. Entonces existe ng € N tal que si n > ng entonces

an > C.

(iii) Sea {a,} una sucesién convergente a a # 0. Entonces existe ng € N tal que si n > ng entonces
an - @ > 0. (Esto significa que a partir de un cierto indice, todos los términos de la sucesidn tienen el mismo
signo que su limite).

(iv) Sean {an} y {bn} dos sucesiones convergentes a a y b respectivamente. Entonces si existe ng € N tal
que a, < b, entonces a < b.

(v) Sea {a.} una sucesion convergente a a. Entonces a es iinico. (Esto significa que una sucesién no puede
converger a dos puntos distintos).

Teorema 5.2 (Algebra de limites de sucesiones convergentes)
(i) Sean {a,} y {bn} dos sucesiones convergentes a a y b respectivamente. Sean «,3 dos niimeros reales
cualesquiera. Entonces se tiene

lim (ca, + Bb,) = aa -+ Bb.
n—0g
(ii) Sea {a,} una sucesién convergente a a. Entonces
lim |an| = |a|-
n—oo

(iii) Sean {a,} y {b,} dos sucesiones convergentes a a y b respectivamente. Entonces se tiene

lim (an -by) =a-b.

n—o0
(iv) Sean {a,} y {bn} dos sucesiones convergentes a a y b # 0 respectivamente. Entonces se tiene
n a

lim (—)=-.

n—oo' by, b

(v) Seab> 0 y sea {a,} convergente a a. Entonces

Sucesiones de niimeros reales
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6. Infinitos e infinitésimos.

Definicién 6.1

Una sucesion {a,} diremos que es un infinitésimo si lim a, = 0.
00

Propiedad 1 (Infinitésimos equivalentes)
Sea {a,} un infinitésimo. Entonces

2
n

a
5"
La sucesion o, = n! es un infinito. Cuando n se hace infinitamente grande (n — oo) la llamada Férmula de
Stirling nos da una aproximacién de esta sucesion:

(1) Sen(ﬂ"n) & Oy (11) tg(an) = Ay, (HJ) lOg(l -+ an} Ny COS(Gn) ~l -

n

n! = 2mne "n™ cuando n — co.

7. Numero e.

Teorema 7.1
Sean las siguientes sucesiones

1 n+l 1 n 1 L
o= (1+7) b= (1+3) = (1-1)"
7 n n
Entonces se ticne que,
(i) {an} es mondtona decreciente y acotada inferiormente,

(ii) {bn} es mondtona creciente y acotada superiormente,

(iii) lim a, = lim by,
M—+00 n—oa

(iv) lim ¢, = —1—
n— 00 lim ay
n—oo

Definicién 7.1
Llamarnos

1 ™
e= lim a, = lim (1—1—-—) .
n

n—+od n—o0

Sucesiones de numeros reales
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8. Ejercicios

Calcula los siguientes limites:

2 _
(1) 1]'1{1"‘}’7:3
noynd 41
(4) limv5n+ 3 — v3n
] ﬂ2 ‘l‘ 1 %:—_al
(7 11711]:1 —

(10) lim (5n° +4n — 1)m

14+3n T
13) Ii
( }i‘;“( 5+3n)
T

(16) im lsen 5N

ﬂn!

(=1)*logn

(19) lim =

Departamento de Matematica Aplicada
E.T.S8.1. de Telecomunicacién
Universidad Politécnica de Valencia

(2) Iim Vv2n+3
n .\3‘/7_1—|—n
(5) lién n?4+2n—1—4n

(8) lim

nz 5
n? + 3n -5\ 7T
n2—dn+2

5
n
1
n

(11) lim n log

, n4+1\VrTTv
(14)1121( = )

(17) lim ( {211)!) x

n n!

|
(20) lim —=

n nt

8.1. Soluciones de los ejercicios.

(3) lim vVant+ 1
n VP14 VR 11
(6) lim ¥/n® +n? — ¢/n3 —n2

(9) lim (Mw_l))nlogn

n logn

(12) lim (2 + 3n*%) Tt

(15) lim "Vn? +ntl

1 2

; n—1
(18)1151’1@'{';4‘.”4-

2

n

n
21) lim —
(1) lim

ML @0 BV @i G0 62 M B (e

(10) ey/e  (11) 1

(12) €2

(13) e %

(1990 (2000 (21)e

(1)1 (151 160 (1) +e0 (18) 5

Sucesiones de mimeros reales
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Problemas de Series Numéricas

1. Criterios de convergencia para series de términos no negativos.

Recordemos que estudiar el cardcter (la convergencia) de una serie ) a, asociada a la sucesién {a,} no
es mas que estudiar la sucesién de sus sumas parciales {S,} definida mediante la ecuacién

Sﬂ.:al |+an_

Cuando los términos de la sucesién {a,}, es decir, la sucesién del término general, cumplen a;, > 0 para cada

_n € N, el estudio de la convergencia se simplifica bastante. Se establecen criterios, bien de comparacién con
otras series de términos no negativos de las cuales conocemos su cardcter, o bien criterios que sélo afectan a
la propia serie, para estudiar cémo se comportan.

Teorema 1.1 (Criterio de Comparacién)
Sian 20 y b, >0 para cada n € N, se cumple:

(a) Si existe ng tal que a, < b, para todon > ng y Y bn es convergente, entonces > an es convergente,

(b) Si existe el limite
lim ‘;—“ —£>0
entonces:

(1) Si£=0, la convergencia de y_ b, implicalade Y’ a,

(2) Si €= +c0, la convergencia de } a, implica la de Y by,

(3) Si£> 0, las dos series tienen el mismo caricter.
Ejemplo 1 L=
Dado que el término general de la serie Y oo, ,!fﬂ]ﬁ cumple lim “_\;‘“" = 1. Por Comparacién, la serie
es divergente.
Ejercicio 1
Estudiad el cardcter de las siguientes series:

(1) Zlﬂlii (2 2(%—1)”,@)1,1)6]34"
s 1 o cosh(n)

Otro criterio que puede ser \til si aparecen logaritmos neperianos en la expresion del término general es el
siguiente.

Teorema 1.2 (Criterio de Condensacién de Cauchy)

Sea 3. | @n una serie de términos positivos tal, que la sucesién {a,} es decreciente. La serie es convergente
si, y s6lo si, lo es la serie ) oo | 2Magn.

Problemas de Series Numéricas
Caélculo Infinitesimal
1 ded



Departamento de Matematica Aplicada
— E.T.8.1. de Telecomunicacién
UNNERSIHS’%&E’%N"“B‘A‘&‘W

Universidad Politécnica de Valencia

Ejercicio 2 s 1
Estudia la convergencia de la serie 7;2 W’ para o, 3 > 0.

Estudia también la convergencia de la serie
&2 {ln n)Inﬂ P

Teorema 1.3 (Criterios de Cauchy y de D’Alembert)
Sea {an} una sucesion de términos no negativos tal que, o bien existe

lim /@, = ¢,

o bien existe .
lim =L — ¢,
Qn

" Entonces se cumple:

(1) Si€>1, laserie 3 a, diverge _ Limee (1- o ) m
(2) Si€ <1, la serie Y a, converge ‘
(3) Si =1, no se puede afirmar nada

Ademas, si el limite del cociente existe, también el de la raiz y vale lo mismo. Esto sirve para descartar el
uso del criterio de la raiz cuando el del cociente da Iimite 1.

Ejercicio 3

Estudiad el cardcter de las siguientes series:

2 on? 41 > ont
(1) X_; hn ) Zl 2nn!

o nlnn o n?
3 ﬂ; (Inn)n (@) r; nl

= o, T n
o Sorgln 0 St

2. Criterios de convergencia para series de términos cualesquiera.

Un primer objetivo de estudio pueden ser las series alternadas. Una serie Y @n que cumple aptng < 0
para todo n € N es alternada. Este hecho se puede escribir de la forma

an=(=1)", 6 a,= (_1)n+lbﬂ neN,
siendo {b,} una nueva sucesién con b, > 0, n € N.

Teorema 2.1 (Criterio de Leibniz)

Supongamos que la serie 3 a, es alternada y como antes, an = (—1)"by, siendo ahora {b.} mondtona
decreciente y que tiende a cero. Entonces la serie Y a,, converge.

Problemas de Series Numéricas
Célculo Infinitesimal
2 ded
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Ejercicio 4
Estudia la convergencia de las siguientes series

o ariinn n n
(1) g(—l) e (2 Z( 1) +1n+l

2 (=
® LnTD * Jarr D

Teorema 2.2 (Criterio de Dirichlet)

Si la serie ) > | a, tiene sumas parciales acotadas y la sucesién {b,} es mondtona con limite nulo, entonces
la serie 37 | anbn converge.

Teorema 2.3 (Criterio de Abel)

Si la serie.y ., a, converge y la sucesién {b,} es mondtona acotada, entonces la serie Yoo | anby converge.

Ejercicio 5
Estudia las scries:

>, cos(nm/2 + 7 /3 = 24 7/3) 1.,
GL B ey e

n=0 n=1

1, cos(nz)

(z)gz 1+ L

T

3. Sumacion de series.

En algunos casos es ficil determinar la expresién del término general de la sucesién de sumas parciales
{Sn} de una serie, y podemos determinar el limite de {S,}, es decir, la suma de la serie.

3.1. Descomposicién en fracciones simples

Ejemplo 2 oo

12
Consideremos la serie Z i

———— . Se tiene la descomposicion
= n3 4 5n2 + 6n P

ntlz 2. 3 5
n24-5n24+6n n n+3 n+2
de donde
2 2 + 3
n+l n+4+2 n43

Sn=2-—
y por lo tanto

i n+4+12 _
s n*+45n2+46n

Ejercicio 6
Suma las series:

= 1 5n —6
WY mivery @2w-warm

Problemas de Series Numéricas
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3.2. Series telescépicas

Una. serie fo 1 @n se dice telescépica si @, = b, — by y, donde {b.} es conocida. En tal caso, S, =
by — bp 41, y por tanto puede determinarse el cardcter de la serie estudiando la sucesidn {b.}.

Ejercicio 7
Halla la suma de las series:

= In(3)

(1) (2)
Zm/r?"_Jr (n+1)yn g\/mﬂ(n+1)1n{n+2)+\/1nn+1)ln 2(n+2)

4. Unos cuantos problemas mais

Ejercicio 8
Estudia el cardcter de las siguientes series:

(1 f{ Va-1) (2 ig—fn—f‘é

(3) i % siendo lim b,, = o0 (4) i( Va— —“\}—E —2) siendoa >0

(5) i m siendo p > () (8) gpﬂnq, p,geR

7) 2(_1)1&132252_—% 3 i (1+ ) n1p con gb divergente

= In2---lnn
0> ———

n=2

Ejercicio 9
Halla la suma de las siguientes series:

ghed o In((1 + 1)*(1+n))
(M Z +27)(1 4 2n—1) (2) ﬂz_:‘; nlnnln(n -+ 1)m+1
Ejercicio 10

Sean {an} y {bn} dos sucesiones de términos no negativos tales que ¥ a2 y 3. b2 convergen. Probar que las
series Y Gnbn, Y (an +bs)% y 3 an/n son convergentes.

Ejercicio 11
Sea ) a, una serie absolutamente convergente. Demostrar que también son absolutamente convergentes las

series 3 an, 3. an/(1+ a,) (si an # —1 para todon € N) y Y aZ/(1+a2).
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Problemas de Funciones de Varias Variables

1. Continuidad.

Recordemos que una funcién f: A — R, definida en el abierto 4 C R™ es continua en un punto zy de
este abierto si existe el limite de f cuando z tiende a zy y ademds coincide con el valor de la funcién en el
punto. Es decir, existe

lim f(z) = f(zo).

T—Tg

Ejercicio 1
Estudiar la existencia del limite en el origen de las siguientes funciones:

z—y Y y” z? —y?

T+ y x2 o y2 P < ytl $2 -+ ?)2

32 223 22 4y 2y
I2+y2 I6+y4 T2 -+ xﬁ_i_yﬁ

Ejercicio 2
Estudiar si las funciones
zysen(zrizr)  (z,9) # (0,0)
f(zy) =
1 (z,) = (0,0)

(e, sen(z+y))  (z,9)#0
f(a:: ?,’) ==
(0,0) (2,4) =0

son continuas en el origen.

2. Derivadas parciales y diferenciabilidad. Regla de la Cadena

Recordemos que la existencia de derivadas parciales no implica ni siquiera la continuidad de una funcién
en un punto. Ahora, si son continuas las derivadas parciales en un punto entonces la funcién es diferenciable
en ese punto, y por lo tanto continua. En otras palabras, sea f: A — R una funcién definida en el abierto
A C R™ La existencia de las derivadas parciales D;f, 1 < 1 < n en un punto zp de A no implica la
continuidad de f. Ahora, si existen los limites lim,_,,, D;f(z) = D;f(z¢) para cada i = 1,...,n entonces f
es diferenciable en xq, y por lo tanto continua en =g,

Supongamos para simplificar que n = 2. Que f sea diferenciable en el punto (zg,y0) significa que el
siguiente limite es 0:

lim f(z,y) — flwa, y0)— < V f(zo,%0), (z — o, ¥ — wo) >
(z.4)—+(z0,%0) VT —20)2+ (y —10)?

Problemas de Funciones de Varias Variables
Calculo Infinitesimal
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La existencia de este limite no implica la continuidad de las derivadas parciales en (20, y0). Por lo tanto, si
no estamos seguros de la continuidad de las derivadas parciales hay que utilizar la definicién para calcularlas.
Es decir, calcular el limite:

((zo, o) + tei_] + f(z0, 70)
t

D f(zo,10) = lim /

para i =1,2, siendo e; = (1,0) y e3 = (0, 1).

Finalmente decimos que f es de clase C! en el abierto 4 si las derivadas parciales son funciones continuas
en todo el abierto, lo que implica que f es diferenciable en cada punto del abierto, y por lo tanto continua
en todo el abierto.

Ejercicio 3
Calcular el vector gradiente de las siguientes funciones en el punto indicado.

1. f(z,y,2) = log(z® + y* + 22) en el punto (1,0,1)
2. fl=z,y,2) = €™ +sen(zy) en el punto (0,1, 1)

en el punto (0,0) y en el punto (a,0).

2
3. flz,y)= {my Se:;(l/y) gig

4 flz,9) = %ii;i; en el punto (0,0).
Ejercicio 4
Calcular la matriz jacobiana de F = f o g en el punto indicado:

1. glz,y) = (sen(z +9),4°) ¥ fu,v) = (u — 2v,v, ue”) en el punto (/2 0).
2. flz,y,2) =2+ v* +2% y g(u,v) = (u+9,u —v,u? — v%) en el punto (2,0).

Ejercicio 5
Sea f : R — R de clase C* y se define F(z,y) = f(1/y — 1/) siempre que x e y no se anulen. Comprueba
que I* satisface la ecuacién:

,OF

m_é-m_+y dy

oF
2 =0.
Ejercicio 6
Sea f(z,y) = ¢(z — cy) + ¥(z + cy) donde c es una constante y ¢ y 1 son funciones de una variable con
derivada segunda. Demostrar que
Ff 0%

ay? € 052

Ejercicio 7
Sea f(z,y) = g(v/x?+42) donde g : R — R es una funcién que se puede derivar tantas veces como sea

preciso. Prueba que
2 32 | |
g—é + 3y£ = %9’(7‘) +g"(r) siendor = \/W

Ejercicio 8 .
Dada la funcién f : R? — R en las variables u y v que sea de clase C'. Mediante la sustitucion u = 22 4% 22,
v =a+y+ 2z obtenemos la funcién de tres variables F'(z,y,z) = f(2® + y* + 2%, a +y + 2). Caleular | VF|%.

Ejercicio 9
Hallar un vector unitario normal a la superficie de ecuacién #®y* + y — z 4+ 2 = 0 en ¢l punto (0,0,2).

Problemas de Funciones de Varias Variables
Calculo Infinitesimal
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Ejercicio 10
Se considera Ja funcién f : R> — R definida por

z’senz
Flz,y) = { 22 + 2 (z,v) #0
0 (z,y)=0

Estudiar:
I. La continuidad de f en (0,0).
2. La existencia de las derivadas parciales en (0,0).
3. La existencia de las derivadas direccionales en (0,0). ;Ciianto valen D1y f(0,0) ¥ Dy 2 f(0,0)?
4. La diferenciabilidad de f en (0, 0).
5. Calcular D3(D; £)(0,0).

Ejercicio 11
Se considera la funcién f : R? — R definida por

2%y
f{:r:y): W (%y)#ﬂ
0 (mvy] :0

Calcular las derivadas direccionales en el origen. ;Qué puede decirse de la diferenciabilidad en el origen?

Ejercicio 12
Sea f(x,y) = ¥ cosa?. Calcular sus derivadas parciales, Json continuas? jSaberlo ayuda a ealcular la derivada
de f en (0,3) en la direccién del vector (2,1)7

Ejercicio 13
Sea la funcién definida por

TY,

y 1
flz,y) = WSEE(W) (@) #0
g (‘Tr y) = 0

Estudiar la continuidad, la existencia de las derivadas parciales y la diferenciabilidad de f cn el origen.

Ejercicio 14
Consideramos la funcién f : R® —s R? definida por

Calcular Ia diferencial df(z, y,,2,) €0 un punto genérico (zg, Yo, z0).

Ejercicio 15
Consideramos la funcién definida por

1
ST
flz,y) = syess ) 2F0
0 z=10
Estudiar:

1. La existencia de las derivadas parciales en (a,0)

Problemas de Funciones de Varias Variables
Célculo Infinitesimal
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2. La diferenciabilidad de f en (a, 0)
3. La continuidad de las derivadas parciales en (a, 0)

Ejercicio 16
Sean f:R* — R y g: R — R?. Calcular d{go f)(l,l,l) sabiendo que

I fL1,1)=1
2. dfaan=1(222)

1
2 dg(l) = 0
3

3. Extremos relativos y condicionados

Ejercicio 17
Identificar y clasificar los extrermnos relativos de las siguientes funciones:

fley)=1-22—(y—1)? flz,y) =2* + y* — 222 — 292 + day
Sz, y) = (y — 2®)(y — 227%) flz,y) =y* + %y + 2
fle,y) = (@ —1)* + (= —y)* fla,y) =z(z —2y) +4°

flz,y) =y +32%y - 322 —3y2 +2  [(z,y) = 25 — 222

Ejercicio 18
Calcular el punto del plano 2z + 3y — 42 = 1 que esté més préximo al origen.

Fjercicio 19
Halla los puntos de ©y = 1 que mds cerca se encuentren del origen.

Ejercicio 20
Halla los puntos de la elipse x* + zy + y? = 27 m4s cercanos y més lejanos del origen.

Ejercicio 21
Estudiar los extremos de f(z,y,z) = &+ y® + 2% con las condiciones (¢ +y)z =2 y zy = 1

Ejercicio 22
Calcular el punto del plano de ecuacién @ + y + z = 1 mas préximo al punto (1,2,3).

Problemas de Funciones de Varias Variables
Calculo Infinitesimal
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